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1 拓扑学导论

1.1 引言

定义 D2 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 < 1} 为单位圆盘。S1 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1} 为单位圆盘

的边界。

定义 1.1. 对 X,Y 为 R2 的子集。我们考虑映射 f : X → Y，如果 f 满足：

∀ ε > 0, x ∈ X, ∃ δ > 0 使得 ∀ y ∈ Y, |x− y| < δ 我们有 |f(x)− f(y)| < ε 一定成立。

我们称 f 是连续的。

评论 1. 连续这里采用了 ε− δ 语言定义，读者可能理解上有一定困难，通俗地讲，当 y 无限接

近于 x 时, f(y) 也会无限接近于 f(x)。举个例子，f(x) = ex 就是连续的，如果你画图的话，这

个现象就更直观了。

我们假定我们已经证明了定理:

定理 1.1 (二维空间的零点存在定理). 对一个连续函数 f : D2 → R2, 如果对所有 |x| = 1, 存在

t > 0, f(x) = tx. 则存在 x ∈ D2 使得 f(x) = 0.

图 1: 定理1.1中的 f

这个定理其实很好理解，如果我们学过拓扑学的一些知识就会知道，若 0 不在 f 的值域中，那

么 0 周围会有一个“洞”，“洞内”的点均不在值域中。但是我们不可能将一个圆盘通过捏泥巴（连

续的直观解释）的方式让它里面有洞，所以不可能零点不存在。如果我们相信这个定理，那么我

们有如下推论：

定理 1.2 (Brouwer fixed point theorem). 任何连续函数 f : D2 → D2 都存在不动点。也就是说，

∃x ∈ D2 使得 f(x) = 0

评论 2. 我们可以简单的理解这个定理，它其实的意思是：如果我们搅拌一个咖啡杯，我们假定

咖啡杯表面的液体分子不会向下走。那么无论我们怎么搅拌，咖啡杯表面总是有一个点与最初的

位置相同，这是因为我们搅拌的过程总是连续的。

事实上，这个定理可以拓展到三维领域，因此，我们不需要做任何假设就可以得出一个数学上绝
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对正确的结论：如果我们在玩一个榨汁机，无论我们怎么在榨汁机里搅拌，榨汁机里总是有一个

点与最初的位置相同。这就是拓扑学研究的事情。

证明. 假设 f 没有不动点，那么对于任意的 x ∈ D2, f(x) 与 x 不是同一个点，因此我们可以画

出从 f(x) 到 x 的射线 lx。设 lx 与单位圆边界 S1 交于点 g(x)。这样我们就构造出了一个函数

g : D2 → D2，x 7→ g(x)。

容易验证这几点要求：

1. g(x) 是连续的。

2. 对 x ∈ S1, g(x) 满足 g(x) = x.

3. g(x) ∈ S1，故不存在 g(x) = 0.

但是由定理1.1，g 满足存在 x, g(x) = 0。这与上面的第三点矛盾！

这样我们就证明了问题。

图 2: g(x) 的构造

评论 3. 这个证明非常的漂亮，特别是运用了反证法这一事情，居然有利用反证法证明存在性的

方法！尽管这个定理的证明由 Brouwer 给出，但是他在后期并不承认这个证明。这是数学中非

常著名的直觉主义学派，他们宣称，数学的对象只能通过直接证明而不能通过反证法。因此存在

性证明必须是构造性的。这从这个定理中也可以理解：你证明了不存在不动点是有问题的，但却

完全不能描述它的大概位置。那么凭什么认为这个无中生有的不动点存在呢。

笔者介绍了一个拓扑学中的经典例子和直觉主义学派作为本节的引言部分，目的是想让读者们

了解数学的概念是不断的抽象的过程，例如我们可以用连续函数去描述搅拌咖啡机的起始点到

终点。拓扑学就是这样一个学科，本质上是研究多维空间下的“捏娃娃”或者说“搅拌”对于一个对

象中的点的影响。图就是一个拓扑对象。

以及，有关数学的哲学和思想也是不断的与时俱进的。以往的数学家通常都是以“直觉”作为证明

的基础，这一思想对现代数学家也有很深远的影响，往往数学家认为 idea 重要而详细而繁琐的

证明不重要。然而我们不得不承认的是，现代数学必须建立在一个“欧几里得”式的严格的公理体

系之下，但这个体系每个人往往都有不同的看法，例如直觉主义的观点。

有的人也会认为选择公理（我们可以从无穷个非空集合中分别选择出一个元素组成一个集合）是
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不成立的。这听上去很奇怪，但似乎你也没有一个理由去解释它，特别是当罗素提出罗素悖论

后，人们对集合的态度往往很谨慎。

我们唯一能做的，就是严谨的研究每一个证明过程，这样认同或不认同的人都能找到适合自己

的一个定理。而严谨体现在方方面面，例如“连续”的定义，我们必须对“搅拌”或者“捏娃娃”或者

说”连续“的东西的概念作出数学上的定义。而这样的定义也是帮助我们理解这个对象的，例如

Brower 定理就是这样一个例子，只有严格的定义我们才能更自然地去研究。

引言到这里基本结束了，接下来我会引导读者研究数学的方方面面，以材料的形式探讨数学家的

思维方式。

图 3: 三维空间中一个外表面封闭的形状内部不一定与外界不连通
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2 微分几何导论

2.1 引言

我们看一个有趣的定理

定理 2.1 (毛球定理). 如果我们有一只猫，猫表面每一个点都有一根毛。那么我们不可能将所有

毛“捋顺”且全部贴紧表皮。

这是一个很生活化的命题，然而有一个非常重要的问题是：“捋顺”和“贴紧”的定义是什么？

这就需要数学的描述。一个很重要的思想是将“毛”视作 vector，即向量。那么贴紧表皮的意思就

是与猫的表面相切。当然这个定义仍不完善，我们仍然面临着什么是相切的问题。当然这个事情

在数学科普中没必要讲，大家都有对于相切的直观理解。

下一个问题则是，什么是“捋顺”，这个也好直观理解，就是没有“断层”，读者可以理解为，每根毛

的顶端必须连成一个光滑的平面。

于是这个问题可以变成这样的数学语言：

定理 2.2 (毛球定理). 对于一个三维空间中的一个球，不存在一个没有地方为零 (nowhere van-

ishing) 的光滑切向量场 (smooth tangent vector field)。

这里光滑切向量场的意思就是球上每一个点都有一个切向量 (tangent vector)，这些切向量总体

来看是光滑的。

但是依然存在一个问题，凭什么一只猫可以等价于一个毛球？这件事情并不平凡。从上一节的连

续变换的拓扑学内容我们大概可以推测：一只猫和一个球是同胚的，即存在一个连续双射，其逆

也连续。然而连续变化未必保持“光滑结构”不变，例如，我们可以想象一个正方形和一个圆是同

胚的，但是从直观上来看，正方形不是光滑的（有棱角），而圆是光滑的。这要求我们创造新的

结构：

事实上，我们其实只要在连续映射的定义下加以修正就行：

定义 2.1 (光滑映射). 我们说一个函数 f : Rn → Rm 是光滑映射，如果它无限阶可导。

多元函数的导数我们按下不表，但是可导函数必然连续，因此我们确实是在连续函数上加以修

正。值得注意的是，我们将“光滑”表述为导数，这本身就是一种进步，是数学表述战胜自然描述

的胜利。

定义 2.2. 称空间 X,Y 是微分同胚，如果存在双射 f : X → Y 使得 f, f−1 是光滑函数。

这样我们就简单的理解了为什么猫和球在这个题目里是等价的这件事，实际上是我们总是能找

到一个微分同胚使得猫和球可以互相转化，同时，微分同胚的定义又要求我们保持光滑结构不

变。

这个引言简单的介绍了一下微分几何的研究对象，也让我们对于现代数学的定义理解更深。现代

数学对于“结构”非常强调。在拓扑学中，结构表现为在连续函数变化下不变的结构。在微分几何

中，结构表现为在光滑函数变化下不变的结构。而在传统的微积分中，可能并没有一个特殊的结

构，但是微积分本身由欧氏空间 Rn 所生，也能通过约束条件转化为拓扑学和微分几何的问题。
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比如著名的隐函数定理和反函数定理。这样的“特殊映射保特定结构”进而延伸出一个新的数学学

科的现象有很多。现代数学的很多方向都是在抽象出一个不变的结构，然后研究特定的对象，再

应用到特定的学科中。事实上，比较“抽象”的数学家就会想，我们能不能找出这些数学学科的通

性，毕竟所有的学科定义都遵循这样的顺序：给出结构，对应映射，然后研究性质。那么这样的

性质会不会有相通呢？答案是有的。例如拓扑学就有很多代数的群论知识。那么这样研究学科结

构的抽象化的学科叫做范畴学。

其实我们到目前还没有明显的感受到“结构”的存在，只知道有这样的光滑函数，因而总有一些东

西是不变的。一种自然的想法是我们没必要非要点出结构来，所谓结构就是若干定理的集合。这

一点我们在数学的定义里颇有感触，我们没必要仔仔细细的描述一个自然对象。我们只要对于一

个自然对象的特定性质进行数学的描述，然后说它的一些其他性质也可以用这个性质推导出来

就行了。

这样做自然是非常好，而且我们总是在做这样的事，毕竟谁也说不好椭圆是什么，于是用一个方

程来描述它。这也是数学抽象的来源。

但是我们能否找到一个直观的结构也是数学家所追求的。数学家追求本质，而一个对象特定的结

构如果能用数学结构来描述的话，那几乎就说清楚这个对象的本质了。

这样的事情在微分几何里几乎是做到了，但之所以是几乎是因为我们还没有解决微分几何的所

有问题，所以不够本质（笑）。我们在接下来一小节简单介绍一下：

2.2 微分结构
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