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1 数列注意事项

1. 下标不要弄错，注意递推式中下标的取值（a1 就未必符合递推式）
2. 不要漏项缺项
3. 等比各项不为零，常数列也是等比数列但求和式要单独讨论
4. 其他注意事项

2 数列通项

递推法 an+1 = an + f(n) an+1 = an × f(n) 这两条又称累加累乘法，但
递推法可以为两种的叠加
注意，基本上所有的方法最终都需要递推求解，意思是最终目标是将数

列化作 f(an) 的形式运用递推法

待定系数法 一阶线性递推式 an+1 = pan + q 可以如下求解

an+1 − λ = p(an − λ) ⇒ λ =
q

1− p
(1)

一些类似的递推式也可以类似求解，如 an+1 = pan + f(n)

�����an+1 + g(n+ 1) = p(an + g(n)) (2)

显然在 f(n) 为多项式时该方程应该有解, 当然该递推式也可以用递推法暴
力解
对于二阶线性方程及分式方程的思路是一样的
二阶线性方程

an+2 = pan+1 + qan ⇒ an+2 + λan+1 = (p+ λ)(an+1 + λan� (3)

分式方程
an+1 =

pan + q

ran + t
(4)

尝试去找 λ 使得

an+1 − λ =
p(an − λ)

ran + t

当然仅仅这么做还是比较麻烦，但是以上两种我们可以解出两个 λ，可
以通过比值再求解
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某些二次递推式也可以如此求解

an+ 1 = pa2n + qan + r ⇒ an+1 = p(an + t)2

example 2.1. an+1 =
a2
n+p

2an+q

变形转换法 有时候必须用 bn = f(an) 的转换再进行递推，如

an+1 = pan + qn ⇒ an+1

qn+1
=

p

q
× an

qn
+

1

q
(5)

把 an 通过乘除转换为简单的 anf(n) 是常用的方法，也可以这么处理

an+1

pn+1
=

an
pn

+
qn

pn

事实上将 qn 转化为一般的 f(an) 依然有效
取倒数的方法，对 an+1 = an + panann+ 1 ⇒ 1

an+1
= 1

an
− p

取倒数的办法在数列不等式方面也经常遇到
取对数的办法，对 an+1 = paqn 可取对数再递推

整体比较法 通过前后两项的比较得到相关递推式，一般相减前后两项
an+1 = pan + f(n) f(n) 是多项式，那么不断两项相减，我们可以得到 k
阶线性递推式

an+k = p1an+k−1 + p2an+k−2 + . . .+ pkan (6)

example 二阶线性递推式的等价表达形式

an+1 =
an2 + t

an−1

an+1 = 3an + 2
√
2an2 − 1

数学归纳法 从一般结构猜测即可

不动点法 若 an+1 = f(an) 考虑方程 f(x) = x 的根 α ，那么 f(an)−α 应
有因式 an − α 类似上文处理
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换元法 根号换元

an+1 =
1

16
(1 + 4an +

√
1 + 24an, a1 = 1 (7)

特殊换元（含三角换元）

example 2.2. an+1 = 2a2n − 1

example 2.3. a0 = 1 an =

√
1+a2

n−1
−1

an−1

周期数列 如 an+1 = an−
√
3√

3an+1
a1 = 1 是周期数列的原因极大可能是解出

的特征根为复数

3 数列求和

数列求和本质上和求通项基本一致，但有一些方法是特别的（但也很套
路）

倒序相加 Gauss sum(

错位相减 an = bn × cn bn 是等差数列，cn 是等比数列

remark 3.1. Abel 恒等式:
∑n

i=1 anbn =
∑n−1

i=1 (
∑i

j=1 ai)(bn−bn+1)+bn
∑n

i=1 ai

裂项相消 注意一下几点即可：
1. 1

n(n+1)
= 1

n
− 1

n+1
1

n(1−n)
= 1

n
+ 1

1−n

2. n
(n+1)!

= 1
n!

− 1
(n+1)!

3.n(n+1) · · · (n+k−1) = 1
k
[n(n+1) · · · (n+k)−(n−1)n · · · (n+k−1)]

n · n! = (n+ 1)!− n!

4. 2n

22n+1−3×2n+1
= 1

2n−1
− 1

2n+1−1

5. 1√
n+

√
n+1

=
√
n+ 1−

√
n

6. 其他可以通过变形获得的裂项

作差法 可以类比数列通项中的整体比较法

周期数列
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4 简单数列不等式

不等式的出现完全是因为我们无法用等式去描述，即很多数列我们无
法求得通项，但是我们可以仿照求通项的办法给出一个估计
简单的不等式可以考虑迭代的方法，即直接找有关 an, an+1 两项的不

等式递推

an = a1 + (a2 − a1) + · · ·+ (an − an−1) an = a1 ·
a2
a1

· · · an
an−1

tips. 平方，取倒数，错项相减，换元，分式放缩以裂项求和，关键在放缩成我们熟悉的可以求和的部分

exercise 1.an+1 = an + 1
an
, a1 = 1 求 [a17]

2.an+1 = an − a2n,
1
2
< a1 < 1 给出 a17 的一定范围
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