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1 绪论

导数作为与高等数学最贴近的数学高考方向，具有一定的难度，需要读者对函数的相关知识有深刻

的理解，理解“变化率”等概念。

导数主要考察两个部分：一个是“如何去证明题目”，即相关导数方法，另一个是考察代数变形能力，

函数构建能力，即思想方法的考察。其中后者是做任何代数题目所必须的，可以说几乎所有的代数题目的

关键就是在能不能通过代数变形得到一些什么，能不能构造一个很好的函数。后者需要经验的积累，笔

者建议平时要多关注答案为什么这样变形，这样变形的有什么好处。事实上，通常的变形就只有几种类

型，其原因和动机也是很容易揣测的，例如 |X|，看到绝对值或者根号想着平方绝对不是一件坏事，这在

向量题目里颇有体现，平方向量通常会让你豁然开朗。

在导数中也是一样，很明显的例子是涉及 L’Hospital（洛必达）法则时，当我们要证明一个分式是形

如
lnx

x− 1
，在 x → 1 时分式上下均趋于 0，这是我们不想看到的，于是我们会考虑将 x − 1 乘到右边去

（一般我们是去证明不等式）。这也说明等式两边乘上或除以一个数（尤其是乘）会对结果产生非常不同

的影响，上面就是一个很好的例子。

分式的处理是导数的非常关键的考察方面。在初等数学中，唯一难求的导数就是分式的导数。上面

提到的乘上或除以一个数是一种考虑方法。对分式的变形也是很重要的，
x+ a

x+ b
=

a− b

b+ x
+1，等式两边求

导的难度显然的不同，简单的变形也可能产生很不一样的效果。当然我们还可以考虑取倒数的方法，这

在我们研究数列问题的时候经常用到。

当然取倒数的方法更多还是用在换元上。换元是一个非常重要的技巧，常见的换元手法有：线性代

换（例如 t = x+ y, u = y + z, w = x+ z 的代换），三角换元，倒数代换（在有很多分式的情况下，用
1

x
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的代换往往有奇效，举个简单的例子，
x

1 + x
用 t =

1

x
代换后得到

1

1 + t
(就是把 x 除到分母里)，两者的

求导就有区别了，这在二次以上的式子里会很明显）以及整体代换（常见的有 ex, lnx, x+
1

x
等等）

我们不得不承认这里的变形和换元都非常简单，甚至我们做题的时候下意识就是会把他们进行这样

那样的操作，但是写下来和在脑子里想有很大的区别，笔者警告诸位用脑子想是一个非常愚蠢的事情。我

们不应该把小聪明花在这样的地方，因此该写的都尽量写。你会发现，当你进行这样简单的变形后，整

个题目就会变的简单不少，这也是导数的神奇之处。

其他的变形限于笔者水平不能一一赘述，还请读者在做题时多关注一下！

但本文的重点不是在于变形，尽管我们可以在接下来的题目中经常看见变形，变形本身就是无法避

免的。本文的主要目的是介绍“极值点偏移”以及相关拓展问题，主要想让读者了解“如何去证明一道导数

题”的相关思想方法。

2 极值点偏移问题

下面这道题是极值点偏移问题的典型例子：

例子 1. 已知函数 f(x) = x · e−x(x ∈ R). 如果 x1 ̸= x2，且 f(x1) = f(x2)，证明: x1 + x2 > 2

一种偏技巧的例子是这样的：

证明. 设 t =
x1

x2
，由题设知

x1

x2
=

ex1

ex2
= ex1−x2 . 故 ln t = x1 − x2 = tx2 − x2 ⇒ x2 =

ln t

1− t
, x1 =

t ln t

1− t
⇒ x1 + x2 =

(1 + t) ln t

1− t
，只需证明

(1 + t) ln t

1− t
> 2.

评论 1. 此证明是一个偏代数的证明，其主要考察学生代数变形和换元的能力。值得注意的是，t = x1

x2
的

换元确实常见，但是一般用于极为对称的情况，在这里的运用笔者也没有见过，而且这里的方法有点类

似“你也不知道能不能做，反正试一试”的态度。尝试的确是可以的，但还是要从经验的角度考虑。像这里

我们也可以知道一些偏简单的分式方程采用换元也是可以做的，但并不是最普适的方法。

最后的证明我们要注意变形，即把 1− t 移到右边后再求导。

证明. 由题意可知，f(x) 在 (−∞, 1) 上单调递增，在 (1,+∞) 上单调递减 (⋆) 。不妨 0 < x1 < 1 < x2，检

验 f(x) < f(2−x) 在 x < 1 时成立（为什么）于是 f(x2) = f(x1) < f(2−x1)，由单调性知 x2 > 2−x1，

即 x2 + x1 > 2.

评论 2. 这个证明就显得自然得多了。那么有这么几点要注意：

(1) 我们肯定是希望得到一个单变元问题，于是我们考虑把一个元移到右边去 (变形 key)。

(2) 考虑单变元问题是肯定的，因为从逻辑上考虑，如果我们确定了 x1，在几何上很容易看出 x2 已经

唯一确定，因此 x2 是不必须的。

(3) 移到右边去后的考量就是能不能有某种单调性。于是我们考查一下 f(x) 的单调性，要知道单调性是

产生导数内不等式的方法之一。如何考虑则是经验上的问题，如果我们已经发现 (⋆) 的事实，那么我

们就可以直接考虑比较 f(2− x2) 与 f(x1)，时刻保持对 f(x1) = f(x2) 的警惕。
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(4) 我们也可以从几何的视角来观察这个问题：

两者之和不外乎中点上的问题。当然我们这里不考察中点，而是考察对称。这也是一种思想：不去看

为什么不等号成立，而去看不等号的极限在哪里。那么我们这里就考虑 x1 这边的点关于 x = 1 的对

称，那么如果结果如上图所示，红线部分很直观的阐述了 x1 + x2 > 2。那么这也就是为什么这个方

法产生的原因之一了。我们其实想去描述这样子的现象。很多分析上的问题都有几何上的解释，但是

我们要去做的就是利用导数和单调性确定大小关系和变化率。

那么我们从上面的第三点出发给出一个一般的情形。

问题 1. 对一个函数 f(x)，如果它差不多长成下图或上图这样子，即分段单调且极值点偏移，那么若

f(x1) = f(x2)，则 x1 + x2 与极值点 x 轴坐标的两倍有某种数量关系。

那么这种题的解法就是比如：为证明 x1 + x2 > 2k (k 为常数)，考虑 x1 > 2k − x2，由函数单调性

可知只需证明 f(x1) > f(2k − x2)（首先要确定 x1, k 和 x2 的大小关系。后面就是求导问题。

当然，从几何的角度来看，我们其实可以归纳出另外一种导数的做法：就以问题里的图为例，其实

把左边对称到右边后，我们想要描述这样子的图形，或者说证明 x1 + x2 > 2k，只需证明左边函数的变

化率比右边大即可，即 |f ′(x1)| > |f ′(2 − x1)|。这可能是另外一种考虑的方法，即考虑导数大小而不考

虑原函数大小，导数往往会比原函数简单。这一点也是为什么极值点偏移单独来讲的缘故，因为函数性

质非常丰富，有时读者做题时必须要考虑这些事。

然而，不得不承认的是，所谓“几何的直观”不过是愚人的小把戏而已。前人已经我们踩过了太多坑，

我们不能再沉迷于邪淫的技巧之中而忽视了那些本质而抽象的东西—思想和方法。这在接下来拓展的习

题里也有体现。
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3 举一反三

例子 2 (镇海中学 2024 高考模拟). 定义 ϕ(y) =
2
√
2|y′′|

|1 + y′|3
为 y = f(x) 的“柯西曲率”。已知 f(x) =

x lnx− 2x 上存在两点 P (x1, f(x1)), Q(x2, f(x2)) 的“柯西曲率”相同。求 3
√
x1 + 3

√
x2 的取值。

评论 3. 那么这一道题呢和常规的极值点偏移问题的区别就是 1、两数之和变成了开立方后之和；2、由

证明不等式变成了证明取值。但是它的本质是不变的，开立方并没有对我们（非几何）的证明方法产生任

何影响，换言之，我们可以直接进行 ti = 3
√
xi 的换元。事实上，不管我们要求 x1x2, x1 − x2 或者 x1/x2

等等，都可以变形或换元。

但是取值对我们这道题产生了一定的影响，但是范围方面的问题，我们有两种处理手段：一是用变

元（最好为一个）表示出要求范围的量；二是先猜后证。对于这样“连续”的问题，一般都是在极端情况下

产生，那么我们猜出答案，只要证明两个不等式就好了。

例子 3 ([1]). 已知函数 f(x) = x2 + x+ 2 lnx，若 f(x1) + f(x2) = 4，求证：x1 + x2 ≥ 2.

评论 4. 这里的问题则是条件的变化。然而，如果按照我们的证明方法，先变不等式，利用单调性变成求

解单变元导数不等式。本题并没有什么本质上的不同。

极值点偏移问题其实就是我们解决条件下二元不等式的方法。其基本策略就是移项变化不等式，利

用单调性变成函数间的不等式，利用条件变成单一变量的导数不等式。根本的想法就是转化成一元不等

式来处理。

另外，拉格朗日乘数法则是更一般情形下的处理方法（不能用但可以用来猜答案）[2]

定理 3.1 (Lagrange). 给定二元函数 z = f(x, y) 在条件 ϕ(x, y) = 0 下，设 F (x, y, λ) = f(x, y)+λϕ(x, y)，

则当 f(x, y) 取得极值点时，F (x, y, λ) 分别以 x, y, λ 为主元的导数均为零。即 F ′(x, y, λ) = 0 或者说

dF (x, y, λ)

dx = 0

dF (x, y, λ)

dy = 0

dF (x, y, λ)

dλ = ϕ(x, y) = 0

(1)
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